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Resumo
Nesta dissertac¸a˜o, analisamos o efeito dos graus de liberdade internos de
um objeto na dinaˆmica do seu centro de massa visando a determinar sua
relevaˆncia para processos de descoereˆncia em experimentos de fenda dupla.
Mostramos que esses graus de liberdade se acoplam ao centro de massa na
presenc¸a de um potencial que quebra a invariaˆncia translacional do sistema,
e assim fazendo, funcionam como um ambiente que evolui em conjunto com
o centro de massa do objeto.
Utilizando uma abordagem de espalhamento, calculamos o operador den-
sidade do sistema composto de centro de massa e coordenadas relativas na
aproximac¸a˜o de Born para espalhamentos ela´sticos. Argumentamos como
esse operador densidade nos da´ informac¸a˜o sobre os processos inela´sticos e
conclu´ımos que, dentro da aproximac¸a˜o de Born, limitac¸o˜es geome´tricas im-
pedem que os graus de liberdade internos do objeto atuem como um fator
relevante para a descoereˆncia.
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Abstract
In this work, we analyze the effect of an object’s internal degrees of fre-
edom on its center of mass dynamics in order to determine its relevance to
decoherence processes in double slit experiments. We show that these de-
grees of freedom couple to the center of mass in the presence of a potential
that breaks the translational invariance of the system, and in so doing, act
as an environment that evolves together with the object’s center of mass.
Using a scattering approach, we compute the density operator of the
system composed of its center of mass and relative coordinates, in the Born
approximation, for elastic scattering. We argue how this density operator
gives us information about inelastic processes and conclude that, within the
Born approximation, geometric constraints prevent the internal degrees of
freedom from acting as a relevant factor for decoherence.
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
A interpretac¸a˜o da mecaˆnica quaˆntica sempre foi um tema de extrema
controve´rsia [1, 2, 3]. Essa controve´rsia esta´ fortemente ligada ao fato de
que, na teoria quaˆntica, medidas de uma mesma grandeza efetuadas sobre
dois sistemas ideˆnticos fornecera˜o resultados bem definidos, pore´m, em geral,
diferentes. Apenas a probabilidade de obtenc¸a˜o de cada resultado e´ pass´ıvel
de predic¸a˜o pela mecaˆnica quaˆntica, entretanto, quando medimos uma gran-
deza, obtemos um resultado bem definido. Mais do que isso, o processo de
medida atribui um valor a` grandeza medida, alterando o estado do sistema.
Esse processo e´ comumente denominado colapso da func¸a˜o de onda [4, 5].
Veˆ-se que o papel da medida e´ transpor um sistema de um estado quaˆntico
para um estado “cla´ssico”, ou seja, transformar a informac¸a˜o probabil´ıstica
contida na func¸a˜o de onda em uma informac¸a˜o determin´ıstica a respeito
da grandeza medida. Pore´m, o que caracteriza uma medida? Que processos
f´ısicos sa˜o responsa´veis pelo colapso da func¸a˜o de onda? A mecaˆnica quaˆntica
pode descrever esse colapso? Afinal, a f´ısica cla´ssica e´ uma aproximac¸a˜o da
f´ısica quaˆntica? Como se da´ a transic¸a˜o do mundo quaˆntico para o mundo
cla´ssico? A resposta para todas essas perguntas e´: Na˜o sabemos.
Independente da resposta para tais questo˜es, existe um fenoˆmeno inerente
a` mecaˆnica quaˆntica, conhecido como descoereˆncia [5 - 9], que nos permite
1
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dar um passo na direc¸a˜o do aparecimento do mundo cla´ssico. Descoereˆncia
e´ o mecanismo pelo qual um sistema quaˆntico interage com o meio ao seu
redor de forma a suprimir os efeitos de interfereˆncia dando a impressa˜o de
um colapso da func¸a˜o de onda. A semelhanc¸a entre sistemas quaˆnticos com
efeitos de descoereˆncia e sistemas cla´ssicos e´, quase sempre, ta˜o grande que
muitos f´ısicos acreditam ser ela a u´nica responsa´vel pelo aparecimento do
mundo cla´ssico e que na˜o ha´ um colapso real da func¸a˜o de onda. Contudo,
essa na˜o e´ uma visa˜o consensual do assunto [5, 10] e a teoria de descoereˆncia
na˜o depende dela, portanto, na˜o iremos nos preocupar com esse tipo de
interpretac¸a˜o nesta dissertac¸a˜o.
O esquema geral da teoria de descoereˆncia consiste em considerar um
sistema quaˆntico do qual apenas um subsistema de interesse sera´ observado.
Em geral este interage com o subsistema restante, que representa o ambiente,
de forma que suas relac¸o˜es de fase sa˜o distribu´ıdas por todo o sistema. As
relac¸o˜es de fase sa˜o responsa´veis pelos processos de interfereˆncia quaˆntica
e sua distribuic¸a˜o por um sistema maior acaba por suprimir a interfereˆncia
dentro das componentes que representam o subsistema de interesse.
As caracter´ısticas detalhadas do processo de descoereˆncia dependem das
particularidades do ambiente e da forma como este interage com o subsis-
tema de interesse. Essas minu´cias podem ser obtidas por uma abordagem
direta ou fenomenolo´gica. No primeiro caso, parte-se de um modelo mi-
crosco´pico do sistema quaˆntico completo e enta˜o isola-se as componentes do
subsistema de interesse, enquanto no segundo, sabe-se o comportamento do
subsistema de interesse, e a partir deste, modela-se o ambiente e a interac¸a˜o
entre os dois. Em geral, a abordagem direta e´ muito dif´ıcil de tratar e mode-
los fenomenolo´gicos costumam ser mais bem sucedidos. Ale´m disso, modelos
fenomenolo´gicos muitas vezes podem ser justificados como aproximac¸o˜es dos
modelos microsco´picos.
Um dos experimentos, se na˜o o experimento, que mais realc¸a o fenoˆmeno
de interfereˆncia quaˆntica e´ o experimento de fenda dupla. O experimento
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consiste em disparar um feixe de part´ıculas atrave´s de um anteparo com
duas fendas estreitas e observar as posic¸o˜es de impacto das part´ıculas num
segundo anteparo so´lido atra´s do primeiro. As relac¸o˜es de fase aqui sa˜o dadas
em func¸a˜o das diferenc¸as de caminho tomado pelas part´ıculas e da´ı surge um
termo de interfereˆncia que e´ observado como um padra˜o de faixas populadas
e vazias alternadas no segundo anteparo.
O padra˜o de interfereˆncia formado no experimento de fenda dupla e´ o
resultado de uma medida da posic¸a˜o das part´ıculas apo´s a passagem pelo
primeiro anteparo. Nesse caso o subsistema observado e´ o centro de massa
das part´ıculas. Muitos elementos desse experimento podem levar a` supressa˜o
do padra˜o de interfereˆncia ao ampliar o sistema considerado. Se incluirmos
o primeiro anteparo como parte do sistema quaˆntico, por exemplo, veremos
que flutuac¸o˜es em sua posic¸a˜o reduzira˜o o contraste das faixas formadas
assim como a interac¸a˜o entre as part´ıculas e o anteparo, que causara´ um
emaranhamento entre os caminhos tomados pelas part´ıculas e o momento
do anteparo. Raios co´smicos, atmosfera [11] e radiac¸a˜o [12, 13], presentes
entre os anteparos, tambe´m agiriam como um ambiente que interage com
o subsistema de interesse (os centros de massa) suprimindo o padra˜o de
interfereˆncia. Ale´m disso, existem caracter´ısticas intr´ınsecas do objeto, como
a radiac¸a˜o que ele emite [14] e sua estrutura interna [15], que tambe´m formam
um subsistema, em geral na˜o observado, que interage com o centro de massa
causando descoereˆncia. Todos esses elementos da˜o origem, espontaneamente,
a um aparente colapso da func¸a˜o de onda.
A u´nica forma de reduzir esses efeitos e´ evitar a interac¸a˜o entre o ambiente
e o subsistema de interesse, reduzindo o acoplamento entre eles ou simples-
mente eliminando o ambiente. Modificac¸o˜es do aparato experimental, por
exemplo, poderiam reduzir a perda de coereˆncia limitando as flutuac¸o˜es do
anteparo e melhorando o va´cuo. Entretanto, as caracter´ısticas intr´ınsecas
de um objeto sa˜o fatores incontorna´veis para a descoereˆncia e talvez repre-
sentem a maior restric¸a˜o para a realizac¸a˜o de interfereˆncia com part´ıculas
macrosco´picas.
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Nesta dissertac¸a˜o consideraremos os efeitos de descoereˆncia num expe-
rimento de fenda dupla provenientes do acoplamento entre os graus de li-
berdade internos de uma part´ıcula e seu centro de massa. No Cap´ıtulo 2
partiremos de um sistema gene´rico de N part´ıculas sob a ac¸a˜o de um po-
tencial fixo no espac¸o. Mostraremos como esse potencial acopla o centro de
massa aos graus de liberdade internos e desenvolveremos uma prescric¸a˜o para
tratar o problema como um espalhamento efetivo do centro de massa.
No Cap´ıtulo 3 utilizaremos uma abordagem fenomenolo´gica a partir do
modelo Caldeira-Leggett [16, 17, 18] com acoplamento bi-linear, para obter
uma hamiltoniana que acopla o centro de massa aos graus de liberdade inter-
nos atrave´s de um potencial fixo no espac¸o. Utilizaremos enta˜o a prescric¸a˜o
feita no Cap´ıtulo 2 para escrever a func¸a˜o de onda do sistema.
A seguir, no Cap´ıtulo 4, faremos algumas aproximac¸o˜es e tomaremos o
trac¸o parcial sobre as varia´veis internas. Resolveremos os termos ela´sticos
e mostraremos que ele se reduz a um problema de espalhamento por um
potencial efetivo em que a estrutura do objeto e´ representada por um u´nico
paraˆmetro.
Esse paraˆmetro funciona como uma largura te´rmica que aumenta a lar-
gura efetiva do potencial e sera´ determinado em func¸a˜o de caracter´ısticas
macrosco´picas do objeto, modelando os graus de liberdade internos como
foˆnons acu´sticos, no Cap´ıtulo 5.
Por fim, no Cap´ıtulo 6, utilizaremos o formalismo desenvolvido num exem-
plo de potencial equivalente a uma fenda dupla. Mostraremos enta˜o que papel
os graus de liberdade internos desempenham numa situac¸a˜o deste tipo.
Cap´ıtulo 2
Modelo
2.1 Hamiltoniana
Para comec¸ar, precisamos definir o nosso problema matematicamente.
Para isso vamos modelar uma hamiltoniana que sera´ nosso ponto de partida.
Consideraremos um objeto formado por N part´ıculas sujeitas a um potencial
interno f ({rα}), que as liga, e a um potencial externo V (r), fixo no espac¸o.
Podemos escrever a hamiltoniana de forma bastante geral como:
H =
N∑
α=1
p2α
2mα
+
N∑
α=1
V (rα) + f ({rα}) (2.1)
onde rα representa a posic¸a˜o da α-e´sima part´ıcula, de massa mα, e pα seu
momento conjugado.
Na˜o conhecemos o potencial interno exato do problema, mas sabemos que
este potencial deve manter as part´ıculas ligadas e, portanto, assumiremos que
existe uma posic¸a˜o de equil´ıbrio esta´vel para cada part´ıcula. Supondo que as
part´ıculas na˜o teˆm energia suficiente para se afastar substancialmente dessas
posic¸o˜es de equil´ıbrio, expandiremos o potencial ao redor das mesmas. Como
estamos expandindo ao redor de um ponto de equil´ıbrio, o primeiro termo
5
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na˜o nulo, exceto por uma constante que na˜o afeta a dinaˆmica do sistema, e´
quadra´tico em rα. Para simplificar as coisas definimos novas coordenadas de
deslocamento em relac¸a˜o a`s posic¸o˜es de equil´ıbrio: ρα = rα − r0α. Se esco-
lhermos o sistema de coordenadas com origem no centro de massa do objeto
e em rotac¸a˜o com o mesmo, o momento conjugado a ρα e´ pα. Ignoraremos
os termos resultantes da escolha de um referencial na˜o inercial que dariam
origem a forc¸as centr´ıfugas e de Coriolis, assumindo que esses termos sa˜o
muito pequenos se o objeto e´ semi-r´ıgido. Temos enta˜o:
f ({rα}) ≈
N∑
α,β=1
3∑
i,j=1
1
2
ρiα
∂2f
∂ρiα∂ρ
j
β
∣∣∣∣∣
{ρα}={0}
ρjβ
=
N∑
α,β=1
3∑
i,j=1
1
2
ρiα
√
mαΩ(α,i)(β,j)
√
mβρ
j
β (2.2)
onde os ı´ndices latinos representam as componentes cartesianas dos vetores
e na u´ltima igualdade apenas definimos a matriz Ω a partir da hessiana de
f .
Por ora, esquec¸amos do potencial externo e diagonalizemos a hamiltoni-
ana restante. Para isso faremos a seguinte transformac¸a˜o de coordenadas:
ρiα =
N∑
β=1
3∑
j=1
√
µβ
mα
U(α,i)(β,j)η
j
β, p
i
α =
N∑
β=1
3∑
j=1
√
mα
µβ
U(α,i)(β,j)pi
j
β (2.3)
onde µβ passa a ser a nova massa da β-e´sima part´ıcula e escolhemos uma
matriz U tal que:
N∑
α=1
3∑
i=1
U(α,i)(β,j)U(α,i)(γ,k) = δβ,γδj,k, (2.4)
N∑
α,β=1
3∑
i,j=1
U(α,i)(γ,k)Ω(α,i)(β,j)U(β,j)(λ,l) = ω
2
(γ,k)δγ,λδk,l (2.5)
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Obtemos enta˜o a seguinte hamiltoniana:
H =
N∑
α=1
pi2α
2µα
+
N∑
α=1
3∑
i=1
1
2
µαω
2
(α,i)η
i
α
2
+
N∑
α=1
V
(
r0α +
N∑
β=1
3∑
j=1
√
µβ
mα
Uα (β,j)η
j
β
)
(2.6)
onde Uα (β,j) e´ um vetor de componentes U(α,i)(β,j).
Pode-se mostrar pela invariaˆncia de f por rotac¸o˜es e translac¸o˜es que 6 (ou
5, se o objeto for linear) dos 3N valores de ω(α,i) sa˜o nulos. Eles representam
os graus de liberdade de translac¸a˜o e rotac¸a˜o do objeto. Diremos que esses sa˜o
graus de liberdade macrosco´picos do objeto. Nesta dissertac¸a˜o ignoraremos
solenemente as rotac¸o˜es. Seus efeitos sa˜o relevantes [15], pore´m podem ser
tratados separadamente na aproximac¸a˜o harmoˆnica, pois na˜o ha´ acoplamento
entre rotac¸a˜o e vibrac¸a˜o.
Ignorando enta˜o 3 graus de liberdade, redefiniremos as nossas varia´veis
da seguinte forma:
ηN = R, piN = P , µN ≡M =
N∑
α=1
mα, ω(N,i) = 0,
α ≤ N − 2 ⇔ X(α,i) ≡ X iα ≡ Xα+(N−2)(i−1) (2.7)
ondeR e P sa˜o, respectivamente, a coordenada e o momento linear do centro
de massa. Substituindo na hamiltoniana temos:
H =
P 2
2M
+
3N−6∑
α=1
pi2α
2µα
+
3N−6∑
α=1
1
2
µαω
2
αη
2
α
+
N∑
α=1
V
(
r0α +
3∑
j=1
√
M
mα
Uα (N,j)R
j +
3N−6∑
β=1
√
µβ
mα
Uαβηβ
)
(2.8)
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A partir dessa hamiltoniana podemos tirar algumas concluso˜es. A pre-
senc¸a de um potencial fixo no espac¸o quebra a invariaˆncia translacional do
sistema, acoplando o centro de massa aos graus de liberdade internos. En-
tretanto, esse acoplamento na˜o ocorrera´ se o potencial for linear, ou seja,
se a forc¸a aplicada for constante, pois esse tipo de potencial na˜o quebra a
invariaˆncia translacional. Se o potencial for harmoˆnico, tambe´m na˜o havera´
acoplamento desde que as massas de todas as part´ıculas sejam iguais. Isso
pode ser mostrado atrave´s da unitariedade da matriz U (eq. (2.4)) e ocorre
devido a` aproximac¸a˜o harmoˆnica do potencial interno. Ale´m disso, os graus
de vibrac¸a˜o devem obedecer a`s chamadas condic¸o˜es de Eckart [19], que re-
presentam a escolha de um sistema de coordenadas com origem no centro
de massa e girando com o objeto na aproximac¸a˜o harmoˆnica do potencial
interno. A partir disso pode-se mostrar que um acoplamento linear nas co-
ordenadas internas e´ imposs´ıvel para part´ıculas de massas iguais.
Estamos considerando um objeto semi-r´ıgido, portanto, a na˜o existeˆncia
de um acoplamento linear nas coordenadas internas implica um acoplamento
efetivo mais fraco. Isso mostra que podemos explorar simetrias para diminuir
o efeito dos graus de liberdade internos na dinaˆmica do centro de massa.
Assim poderia se preservar a coereˆncia do centro de massa por tempos mais
longos.
Agora introduzimos operadores de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o para as coorde-
nadas internas:
aα =
piα − iµαωαηα√
2µα~ωα
, a†α =
piα + iµαωαηα√
2µα~ωα
(2.9)
e escrevemos nossa hamiltoniana final:
H =
P 2
2M
+
3N−6∑
α=1
~ωα
(
a†αaα + 1/2
)
+ V
(
R,
{
aα, a
†
α
})
(2.10)
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onde escrevemos o potencial em func¸a˜o das varia´veis internas e externas de
uma forma mais geral para incluir a possibilidade de um potencial que age
de forma diferente sobre cada part´ıcula, ja´ que a forma como o potencial
depende dessas varia´veis na˜o sera´ relevante para o resto deste cap´ıtulo.
2.2 Problema de Espalhamento
Se o potencial V tiver alcance finito, teremos um cena´rio t´ıpico de espa-
lhamento, onde o estado assinto´tico do objeto e´ dado por uma part´ıcula livre
e um conjunto de 3N − 6 osciladores harmoˆnicos unidimensionais e desaco-
plados. A ide´ia enta˜o e´ obter uma equac¸a˜o de Lippmann-Schwinger, como
foi feito por Castro Neto e Caldeira [20], e trac¸ar as coordenadas internas
para achar a dinaˆmica efetiva do centro de massa do objeto.
Escrevemos a hamiltoniana da seguinte forma:
H0 =
P 2
2M
+
3N−6∑
α=1
~ωα
(
a†αaα + 1/2
)
, H = H0 + V
(
R,
{
aα, a
†
α
})
(2.11)
Como V tem alcance finito, os autovalores de H devem ser ideˆnticos aos
de H0, pois H converge assintoticamente para H0 longe do potencial. Temos
enta˜o:
H
∣∣ψq,{nα}〉 =
[
~2q2
2M
+
3N−6∑
α=1
~ωα
(
nα +
1
2
)] ∣∣ψq,{nα}〉 (2.12)
Tomando esta equac¸a˜o no espac¸o de momentos do centro de massa e no
espac¸o de Fock dos osciladores e rearranjando os termos, obtemos:
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[
~2
2M
(
k2 − q2)+ 3N−6∑
α=1
~ωα (mα − nα)
]〈
k, {mα}
∣∣∣ψq,{nα}〉
= −
〈
k, {mα}
∣∣∣V (R,{aα, a†α})∣∣∣ψq,{nα}〉 (2.13)
Fica evidente nessa equac¸a˜o que |q, {nα}〉, que e´ autoestado de H0, e´ uma
soluc¸a˜o no caso homogeˆneo, ou seja, quando V → 0. A seguinte expressa˜o
satisfaz a equac¸a˜o na˜o homogeˆnea, pore´m seu denominador e´ singular.
〈
k, {mα}
∣∣∣ψq,{nα}〉 = −
〈
k, {mα}
∣∣∣V (R,{aα, a†α})∣∣∣ψq,{nα}〉
~2 (k2 − q2)
2M
+
3N−6∑
α=1
~ωα (mα − nα)
(2.14)
Para contornar esta situac¸a˜o podemos adicionar um termo imagina´rio
que tende a zero, fazendo com que o denominador torne-se complexo. O
sinal deste termo esta´ relacionado com a direc¸a˜o de propagac¸a˜o do estado
e escolheremos o sinal positivo que representa um estado que se afasta do
potencial. Obtemos finalmente a seguinte equac¸a˜o de Lippmann-Schwinger:
〈
k, {mα}
∣∣∣ψq,{nα}〉 = 〈k, {mα} ∣∣∣q, {nα}〉
−
〈
k, {mα}
∣∣∣V (R,{aα, a†α})∣∣∣ψq,{nα}〉
~2 (k2 − q2)
2M
+
3N−6∑
α=1
~ωα (mα − nα) + i
(2.15)
Computando a transformada de Fourier desta equac¸a˜o na aproximac¸a˜o
de Born obtemos (veja Apeˆndice A):
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〈
r, {mα}
∣∣∣ψq,{nα}〉 ≈ eiq·r
(2pi)3/2
δ{nα},{mα}
−
√
2piM
~2
eik˜r
r
〈
k˜rˆ, {mα}
∣∣∣V (R, {aα, a†α}) ∣∣∣q, {nα}〉 (2.16)
onde k˜ =
√
q2 −∑α 2Mωα~ (mα − nα).
Como era de se esperar, obtemos uma onda esfe´rica modulada por uma
amplitude de espalhamento dada pela transformada de Fourier de um po-
tencial efetivo, modificado pelo banho. Ale´m disso, o mo´dulo do momento e´
alterado para espalhamentos inela´sticos. Se o potencial for uma fenda dupla,
por exemplo, havera´ uma reduc¸a˜o da visibilidade das franjas de interfereˆncia
devido ao alargamento efetivo da distribuic¸a˜o de momentos caso o estado
interno final do objeto na˜o seja medido. A dimensa˜o desse alargamento de-
pendera´ de quanto a amplitude de espalhamento se afasta de um delta de
Kronecker na func¸a˜o de onda, ou seja, de qua˜o inela´stico e´ o espalhamento.
Em geral, medir o estado interno final de um objeto e´ muito dif´ıcil as-
sim como raramente e´ poss´ıvel preparar o sistema num estado interno inicial
bem definido. Na pra´tica temos informac¸a˜o apenas sobre o centro de massa
e possivelmente um estado interno inicial misto. Para representar essa ig-
noraˆncia experimental vamos descrever o objeto num estado interno inicial
em equil´ıbrio te´rmico e enta˜o tomaremos o trac¸o parcial em relac¸a˜o a`s co-
ordenadas dos osciladores. Obtemos enta˜o o seguinte operador densidade
reduzido:
ρR (r, r
′) =
∑
{nα},
{mα}
1
Z
exp
(
−
3N−6∑
α=1
~ωα
kBT
nα
)
×
〈
r, {mα}
∣∣∣ψq,{nα}〉〈ψq,{nα}∣∣∣r′, {mα}〉 (2.17)
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onde Z =
∑
{nα},
exp
(
−
3N−6∑
α=1
~ωα
kBT
nα
)
e´ a func¸a˜o de partic¸a˜o do banho de
osciladores, kB e´ a constante de Boltzmann e T a temperatura absoluta.
Os elementos diagonais deste operador densidade reduzido representam a
distribuic¸a˜o de probabilidades de encontrarmos o objeto num determinado
ponto do espac¸o. E´ esta distribuic¸a˜o que esperamos ver como a intensidade
do feixe num experimento de espalhamento.
Nos pro´ximos cap´ıtulos, utilizaremos a prescric¸a˜o feita ate´ aqui num mo-
delo fenomenolo´gico simples e mostraremos como ele se relaciona com o pro-
blema que estamos tratando.
Cap´ıtulo 3
Tratamento Fenomenolo´gico
3.1 Modelo Caldeira-Leggett
Os efeitos de descoereˆncia sa˜o provenientes da interac¸a˜o do sistema de
interesse com o meio ao seu redor. A forma exata dessa interac¸a˜o raramente e´
bem conhecida, e quando o e´, dificilmente e´ pass´ıvel de resoluc¸a˜o exata. Para
contornar essa situac¸a˜o, modelos fenomenolo´gicos sa˜o propostos, e dentre
eles, um merece destaque: o chamado modelo Caldeira-Leggett [16].
Por sua simplicidade, esse modelo e´ amplamente utilizado na descric¸a˜o
de fenoˆmenos quaˆnticos dissipativos obtendo resultados condizentes com os
resultados experimentais. O modelo consiste em descrever o ambiente como
um conjunto de osciladores harmoˆnicos e acopla´-los ao sistema de interesse
linearmente. Descreveremos este cena´rio a partir da seguinte hamiltoniana:
H =
p2
2m
+ V (r) +
N∑
α=1
(
p˜2α
2mα
+
1
2
mαω
2
αr˜
2
α − Cαr˜α · r +
C2αr
2
2mαω2α
)
(3.1)
onde m, p e r sa˜o, respectivamente, a massa, o momento e a posic¸a˜o do sis-
tema de interesse, mα, p˜α e r˜α sa˜o, respectivamente, os momentos e posic¸o˜es
dos osciladores e Cα sa˜o as constantes de acoplamento. O acoplamento en-
13
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tre os osciladores e o sistema de interesse naturalmente modifica o potencial
real sentido pelo u´ltimo, subtraindo um termo harmoˆnico. Antecipando este
fenoˆmeno, um contratermo foi adicionado ao final da hamiltoniana de forma
a cancelar o termo que surgiria na dinaˆmica do sistema de interesse. Com
isso, V (r) representa o potencial real, na˜o modificado pela presenc¸a dos
osciladores.
A partir dessa hamiltoniana podemos calcular toda a dinaˆmica do sis-
tema de interesse, tendo como paraˆmetros apenas as constantes de acopla-
mento, as massas das part´ıculas e as frequeˆncias caracter´ısticas dos osci-
ladores. Esses paraˆmetros podem ser encontrados a partir de uma ana´lise
microsco´pica detalhada do sistema real em que se esta´ trabalhando, mas esta
nem sempre e´ uma opc¸a˜o. Alternativamente, pode-se utilizar uma dinaˆmica
macrosco´pica conhecida e tentar determinar que paraˆmetros levariam a esse
tipo de dinaˆmica.
Uma maneira de simplificar o problema e´ transformar as somato´rias em
integrais introduzindo a seguinte densidade espectral:
J (ω) =
pi
2
N∑
α=1
C2α
mαωα
δ (ω − ωα) (3.2)
que e´ a parte imagina´ria da transformada de Fourier da susceptibilidade
dinaˆmica retardada do banho de osciladores. O trabalho agora passa a ser
determinar J (ω). Uma dissipac¸a˜o cla´ssica com forc¸a proporcional a veloci-
dade, por exemplo, seria descrita por uma densidade espectral linear. Por
enquanto, na˜o vamos nos ater a nenhuma densidade espectral espec´ıfica.
Para tornar mais clara a conexa˜o entre esse modelo e o nosso problema de
espalhamento descrito no cap´ıtulo anterior, fac¸amos a seguinte transformac¸a˜o
de coordenadas:
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r˜α =
√
µα
mα
rα, p˜α =
√
mα
µα
pα, onde µα =
C2α
mαω4α
(3.3)
Nossa hamiltoniana assume enta˜o a seguinte forma:
H =
p2
2m
+ V (r) +
N∑
α=1
[
p2α
2µα
+
1
2
µαω
2
α (rα − r)2
]
(3.4)
Fica claro que essa hamiltoniana descreve uma part´ıcula de massa m,
sujeita a um potencial V (r) e ligada por “molas” a N part´ıculas de massa
µα. O conjunto das N + 1 part´ıculas forma um u´nico objeto cujo centro
de massa sera´ o nosso sistema de interesse. Nosso trabalho agora e´ achar
um conjunto de transformac¸o˜es que explicitem as coordenadas do centro de
massa do objeto e como ele se acopla a`s varia´veis internas atrave´s do potencial
V (r).
3.2 Diagonalizac¸a˜o
Assim como no cap´ıtulo anterior, vamos ignorar temporariamente o po-
tencial externo e vamos nos concentrar na diagonalizac¸a˜o da hamiltoniana
restante. Faremos isso seguindo os passos de Hakim e Ambegaokar [21] numa
generalizac¸a˜o para 3 dimenso˜es.
Faremos a diagonalizac¸a˜o utilizando um conjunto de transformac¸o˜es uni-
ta´rias. A primeira transformac¸a˜o aplicada e´ dada por:
U1 = exp
(
−ir
~
·
N∑
α=1
pα
)
(3.5)
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e sua ac¸a˜o efetiva e´ deslocar p e rα, de acordo com a fo´rmula e
ABe−A =
B + [A,B] ⇔ [[B,A] , A] = 0, de forma que: p → p −
N∑
α=1
pα e rα →
rα + r. Assim, p passa a ser o momento do centro de massa do objeto, que
e´ conservado, e os osciladores ficam centrados na origem. Com isso ficamos
com a seguinte hamiltoniana:
U †1HU1 =
(
p−
N∑
α=1
pα
)2
2m
+ V (r) +
N∑
α=1
(
p2α
2µα
+
1
2
µαω
2
αr
2
α
)
(3.6)
A pro´xima transformac¸a˜o ira´ desacoplar os momentos. Ela e´ expressa da
seguinte forma:
U2 = exp
(
ip
~
·
N∑
α=1
µαrα
M
)
, com M = m+
N∑
α=1
µα (3.7)
e sua ac¸a˜o efetiva e´ deslocar pα e r tal que: pα → pα +
µαp
M
e r →
r−
N∑
α=1
µαrα
M
, desacoplando pα e p de forma que o centro de massa se acopla
ao banho apenas atrave´s do potencial externo. Apo´s alguma a´lgebra, obtemos
a hamiltoniana abaixo:
U †2U
†
1HU1U2 =
p2
2M
+ V
(
r −
N∑
α=1
µαrα
M
)
+
1
2M
(
N∑
α=1
pα
)2
+
N∑
α=1
(
p2α
2µα
+
1
2
µαω
2
αr
2
α
)
(3.8)
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O pro´ximo passo e´ diagonalizar a hamiltoniana dos osciladores. Para
tanto, introduzimos operadores de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o como no cap´ıtulo
anterior. Com isso, ficamos com a seguinte hamiltoniana:
U †2U
†
1H U1U2 =
p2
2M
+ V
(
r +
i
M
N∑
α=1
√
~µα
2ωα
(
a†α − aα
))
+
1
2M
[
N∑
α=1
√
~µαωα
2
(
a†α + aα
)]2
+
N∑
α=1
~ωα
(
a†α · aα +
3
2
)
(3.9)
Agora faremos a seguinte transformac¸a˜o de Bogoliubov:
U †3aαU3 =
N∑
β=1
Aαβa
†
β +Bαβaβ,
U †3a
†
αU3 =
N∑
β=1
Bαβa
†
β + Aαβaβ (3.10)
Aαβ = −1
2
√
µαωα
Ωβ
1
Ωβ + ωα
[
N∑
γ=1
µγω
2
γ(
Ω2β − ω2γ
)2
]−1/2
,
Bαβ =
1
2
√
µαωα
Ωβ
1
Ωβ − ωα
[
N∑
γ=1
µγω
2
γ(
Ω2β − ω2γ
)2
]−1/2
(3.11)
que diagonaliza a hamiltoniana do banho de osciladores, onde {Ωβ} e´ o con-
junto das soluc¸o˜es da seguinte equac¸a˜o:
N∑
α=1
µαω
2
α
M
(
Ω2β − ω2α
) = 1 (3.12)
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O resultado e´ que:
U †3U
†
2U
†
1 H U1U2U3 = H
′ =
p2
2M
+
N∑
α=1
~Ωα
(
a†α · aα +
3
2
)
+ V
(
r +
i
M
N∑
α,β=1
√
~µα
2ωα
(Bαβ − Aαβ)
(
a†β − aβ
))
(3.13)
Este e´ o resultado principal desta sec¸a˜o. Mostramos que, atrave´s de um
conjunto de transformac¸o˜es, a hamiltoniana (3.1) pode ser colocada na forma
da equac¸a˜o (2.10). A seguir iremos usar esta hamiltoniana para escrever a
equac¸a˜o de Lippmann-Schwinger que pretendemos resolver.
3.3 Func¸a˜o de Onda
Em primeiro lugar, escrevamos o potencial da equac¸a˜o (3.13) nas coorde-
nadas dos novos osciladores da seguinte forma:
V
(
r +
i
M
N∑
α,β=1
√
~µα
2ωα
(Bαβ − Aαβ)
(
a†β − aβ
))
= V
(
r + i~
N∑
β=1
Kβ
(
a†β − aβ
))
, (3.14)
onde Kβ =
1
M
N∑
α=1
√
µα
2~ωα
(Bαβ − Aαβ)
=
N∑
α=1
µα
√
Ωβ√
2~M
(
Ω2β − ω2α
) [ N∑
γ=1
µγω
2
γ(
Ω2β − ω2γ
)2
]−1/2
(3.15)
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Podemos ver que o resultado das transformac¸o˜es aplicadas em V (r) e´
deslocar r de forma que r → r + i~
N∑
β=1
Kβ
(
a†β − aβ
)
. A transformac¸a˜o
unita´ria que causa esse deslocamento e´ dada por:
U = exp
(
p ·
N∑
β=1
Kβ
(
a†β − aβ
))
(3.16)
que e´ simplesmente a combinac¸a˜o U †3U2U3, ja´ que V (r) comuta com U1 e U3.
Escrevemos enta˜o a hamiltoniana (3.13) da seguinte forma:
H ′ = H0 + U †V U (3.17)
Como estamos nos restringindo a sistemas finitos, havera´ sempre uma
frequeˆncia mı´nima de corte. Como veremos no Cap´ıtulo 5, isso garante que
o termo dependente das coordenadas do banho no argumento do potencial
seja finito, desde que a densidade espectral na˜o seja singular. Portanto, se
o potencial tem um alcance finito, havera´ sempre uma distaˆncia r sufici-
entemente afastada da origem tal que o potencial e´ praticamente nulo e o
sistema se comporta como uma part´ıcula livre de massa M e momento ~q e
N osciladores harmoˆnicos desacoplados descritos pelos nu´meros de ocupac¸a˜o
{nα}. Com isso no´s sabemos os estados assinto´ticos do problema e podemos
trata´-lo como um problema de espalhamento.
Escrevemos a seguinte equac¸a˜o de Lippmann-Schwinger, de acordo com
a equac¸a˜o (2.15):
〈
k, {mα}
∣∣∣ψq,{nα}〉 = 〈k, {mα} ∣∣∣q, {nα}〉
−
〈
k, {mα}
∣∣∣U †V U ∣∣∣ψq,{nα}〉
~2 (k2 − q2)
2M
+
N∑
α=1
3∑
j=1
~Ωα
(
mjα − njα
)
+ i
(3.18)
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Agora vamos tomar proveito de termos dependeˆncia nas varia´veis dos
osciladores apenas em U e U † para reescrever o numerador do u´ltimo termo
do lado direito da seguinte forma:
〈
k, {mα}
∣∣∣U †V U ∣∣∣ψq,{nα}〉 = ∑
{m′α}
∫
d3k′
〈
k, {mα}
∣∣∣U †V U ∣∣∣k′, {m′α}〉
×
〈
k′, {m′α}
∣∣∣ψq,{nα}〉
=
∑
{m′α}
∫
d3k′
〈
{mα}
∣∣∣U † (k)U (k′) ∣∣∣{m′α}〉
×
〈
k
∣∣∣V ∣∣∣k′〉〈k′, {m′α}∣∣∣ψq,{nα}〉
=
∑
{m′α}
∫
d3k′
〈
{mα}
∣∣∣U † (k − k′) ∣∣∣{m′α}〉
×V (k − k′)
〈
k′, {m′α}
∣∣∣ψq,{nα}〉 (3.19)
onde V (k) e´ a transformada de Fourier do potencial. Substituindo enta˜o na
equac¸a˜o (3.18) temos:
〈
k, {mα}
∣∣∣ψq,{nα}〉 = 〈k, {mα} ∣∣∣q, {nα}〉− ∫ d3k′ V (k − k′)
×
∑
{m′α}
〈
{mα}
∣∣∣U † (k − k′) ∣∣∣{m′α}〉〈k′, {m′α}∣∣∣ψq,{nα}〉
~2 (k2 − q2)
2M
+
N∑
α=1
3∑
j=1
~Ωα
(
mjα − njα
)
+ i
(3.20)
Esta e´ a equac¸a˜o geral para a func¸a˜o de onda de uma part´ıcula linearmente
acoplada a um banho de osciladores. A soluc¸a˜o dessa equac¸a˜o pode ser muito
dif´ıcil dependendo do potencial e ainda mais pela presenc¸a do banho. No
pro´ximo cap´ıtulo utilizaremos algumas aproximac¸o˜es para simplificar esta
equac¸a˜o e enta˜o resolveˆ-la.
Cap´ıtulo 4
Algumas Aproximac¸o˜es
4.1 Aproximac¸a˜o de Born
A equac¸a˜o (3.20) e´, em geral, muito dif´ıcil de ser resolvida de forma exata.
Ao inve´s disso, vamos lanc¸ar ma˜o de algumas aproximac¸o˜es para tentar sim-
plificar o problema. Em primeiro lugar vamos supor que o potencial e´ fraco
o suficiente para que possamos usar a aproximac¸a˜o de Born em primeira
ordem. Assim substituiremos a func¸a˜o de onda no integrando da equac¸a˜o
(3.20) pela soluc¸a˜o homogeˆnea. Temos enta˜o:
〈
k, {mα}
∣∣∣ψq,{nα}〉 ≈ 〈k, {mα} ∣∣∣q, {nα}〉− ∫ d3k′ V (k − k′)
×
∑
{m′α}
〈
{mα}
∣∣∣U † (k − k′) ∣∣∣{m′α}〉〈k′, {m′α}∣∣∣q, {nα}〉
~2 (k2 − q2)
2M
+
N∑
α=1
3∑
j=1
~Ωα
(
mjα − njα
)
+ i
= δ3(k − q) δ{mα},{nα} −
〈
{mα}
∣∣∣U † (k − q) ∣∣∣{nα}〉V (k − q)
~2 (k2 − q2)
2M
+
N∑
α=1
3∑
j=1
~Ωα
(
mjα − njα
)
+ i
(4.1)
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A partir de agora ignoraremos o termo homogeˆneo da func¸a˜o de onda.
Esse termo representa o campo incidente na˜o espalhado e, na pra´tica, seria
nulo fora da direc¸a˜o de incideˆncia considerando um feixe colimado. Ale´m
disso, podemos usar o princ´ıpio de Babinet [22] e utilizar um potencial com-
plementar a uma fenda dupla. O princ´ıpio de Babinet diz que o campo di-
fratado por um obsta´culo se relaciona ao campo difratado por um obsta´culo
complementar da seguinte forma:
ψa + ψb = ψ0 (4.2)
Figura 4.1: Obsta´culos complementares
onde ψa e´ o campo difratado pelo obsta´culo a, ψb e´ o campo difratado pelo
obsta´culo b, que e´ complementar a a, e ψ0 e´ o campo incidente. Assim, se
adotarmos um potencial complementar a uma fenda dupla, podemos retornar
ao potencial de fenda dupla simplesmente ignorando o termo homogeˆneo.
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Escrevendo a func¸a˜o de onda aproximada na representac¸a˜o de posic¸a˜o
analogamente ao Apeˆndice A, obtemos:
〈
r, {mα}
∣∣∣ψq,{nα}〉 ≈ √2piM~2 eik˜rr V (k˜rˆ − q)
×
〈
{mα}
∣∣∣U †(k˜rˆ − q)∣∣∣ {nα}〉 (4.3)
onde k˜ =
√
q2 −∑α,i 2MΩα~ (miα − niα).
4.2 Ensemble em Equil´ıbrio Te´rmico
A seguir, aproximaremos nosso problema supondo que existe um grande
nu´mero de modos normais de vibrac¸a˜o, que eles esta˜o em equil´ıbrio te´rmico
e que mediremos apenas as coordenadas do centro de massa apo´s o espalha-
mento. Com efeito, temos o seguinte operador densidade reduzido:
ρR (r, r
′) =
∑
{nα},
{mα}
1
Z
exp
(
−
N∑
α=1
3∑
j=1
~ωα
kBT
njα
)
× 2piM
2
~4
eik˜r
r
e−ik˜r
′
r′
V
(
k˜rˆ − q
)
V
∗(
k˜rˆ′ − q
)
×
〈
{mα}
∣∣∣U †(k˜rˆ − q)∣∣∣ {nα}〉〈{nα} ∣∣∣U(k˜rˆ′ − q)∣∣∣ {mα}〉 (4.4)
Essa equac¸a˜o ainda e´ muito dif´ıcil de resolver exatamente, pois k˜ depende
de mα e nα. Contudo, isso na˜o ocorre para os termos que representam o
espalhamento ela´stico, em que na˜o ha´ troca de energia entre o centro de
massa e os graus de liberdade internos. Nesse caso mα = nα, portanto k˜ = q
e temos:
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ρelR (r, r
′) =
2piM2
~4
eiqr
r
e−iqr
′
r′
V
(
qrˆ − q
)
V
∗(
qrˆ′ − q
)
×
∑
{nα}
1
Z
exp
(
−
N∑
α=1
3∑
j=1
~ωα
kBT
njα
)
×
〈
{nα}
∣∣∣U †(qrˆ − q)∣∣∣ {nα}〉〈{nα} ∣∣∣U(qrˆ′ − q)∣∣∣ {nα}〉 (4.5)
Resolver essas somato´rias ainda e´ uma tarefa razoavelmente a´rdua, pore´m
muito mais simples que o caso inela´stico. Essa resoluc¸a˜o esta´ feita no Apeˆndi-
ce B e o resultado final e´:
ρelR (r, r
′) ≈ 2piM
2
~4
eiqr
r
e−iqr
′
r′
V (qrˆ − q)V ∗ (qrˆ′ − q)
× exp
[
−1
2
(qrˆ − q)2 Γ2 (T )
]
exp
[
−1
2
(
qrˆ′ − q)2 Γ2 (T )]
×
N∏
α=1
3∏
j=1
I0
~2K2α (qrˆj − qj) (qrˆ′j − qj)
sinh
(
~Ωα
2kBT
)
 (4.6)
onde Γ2 (T ) =
N∑
α=1
~2K2α coth
(
~Ωα
kBT
)
e I0 (x) =
∞∑
m=0
1
(m!)2
(x
2
)2m
, que e´ a
func¸a˜o de bessel modificada de ordem 0.
Esse operador densidade e´ fortemente suprimido a menos que
|qrˆ − q|Γ (T ) . 1 e ∣∣qrˆ′ − q∣∣Γ (T ) . 1. Com efeito, temos que:
~2K2α (qrˆj − qj) (qrˆ′j − qj)
sinh
(
~Ωα
2kBT
) . ~2K2α
sinh
(
~Ωα
2kBT
)
Γ2 (T )
≤ K
2
α
N∑
β=1
K2β
 1 (4.7)
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onde assumimos, na u´ltima desigualdade, que na˜o existem grandes “gaps” no
espectro de frequeˆncias dos osciladores. Podemos enta˜o aproximar a func¸a˜o
de Bessel ate´ primeira ordem:
N∏
α=1
3∏
j=1
I0
~2K2α (kj − qj) (k′j − qj)
sinh
(
~Ωα
2kBT
)
 . 1 +
N∑
α=1
K4α(
N∑
β=1
K2β
)2 ∼ 1 + 1N (4.8)
Portanto, se considerarmos um grande nu´mero de modos normais, obte-
mos o seguinte operador densidade:
ρelR (r, r
′) ≈
√
2piM
~2
eiqr
r
V (qrˆ − q) exp
[
−1
2
(qrˆ − q)2 Γ2 (T )
]
×
√
2piM
~2
e−iqr
′
r′
V
∗ (
qrˆ′ − q) exp [−1
2
(
qrˆ′ − q)2 Γ2 (T )] (4.9)
E´ evidente que este operador densidade representa um estado puro, pois
ele pode ser escrito como:
ρelR (r, r
′) ≈ ψq (r)ψ∗q (r′) (4.10)
Portanto, na˜o ha´ descoereˆncia. Isso ocorre porque os termos que gera-
riam descoereˆncia na equac¸a˜o (4.6) foram desprezados por serem da ordem
de 1/N . Se fossem levados em conta, o trac¸o de ρelR
2
seria da ordem de[
tr
(
ρelR
)]2
(1− 1/N) e a descoereˆncia seria muito pequena, apesar de na˜o
nula. Conclu´ımos que, no caso ela´stico, para todos os efeitos pra´ticos, o
centro de massa se comporta como uma part´ıcula quaˆntica desprovida de
estrutura interna espalhada por um potencial efetivo.
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Aparentemente, a ana´lise dos termos ela´sticos na˜o nos deu informac¸a˜o
sobre efeitos de descoereˆncia devido a` interac¸a˜o entre centro de massa e graus
de liberdade internos, pore´m, se olharmos com cuidado veremos que esse na˜o
e´ exatamente o caso. A equac¸a˜o (4.4) pode ser escrita como ρR = ρ
el
R + ρ
in
R .
Os termos inela´sticos esta˜o contidos em ρinR e sabemos que tr(ρR) = tr
(
ρelR
)
+
tr(ρinR ) = 1
1, portanto, o trac¸o de ρelR nos da´ informac¸a˜o sobre a proporc¸a˜o
entre espalhamento ela´stico e inela´stico no sistema. Analisemos enta˜o o efeito
dos graus de liberdade internos no espalhamento ela´stico do sistema.
4.3 Func¸a˜o de Onda Efetiva
Como vimos, a dinaˆmica do centro de massa e´ descrita, no espalhamento
ela´stico, de forma efetiva pela seguinte func¸a˜o de onda:
ψq (r) =
√
2piM
~2
eiqr
r
V (qrˆ − q) exp
[
−1
2
(qrˆ − q)2 Γ2 (T )
]
(4.11)
que representa uma u´nica part´ıcula espalhada por um potencial corrigido por
um fator ana´logo ao fator de Debye-Waller [23], onde Γ2 (T ) funciona como
o desvio quadra´tico me´dio na posic¸a˜o do potencial. Conclu´ımos que o centro
de massa enxerga um potencial efetivo cuja transformada de Fourier e´ dada
por:
V eff (k, T ) = exp
[
−1
2
k2Γ2 (T )
]
V (k) (4.12)
1Estamos lidando com ondas esfe´ricas monocroma´ticas, que na˜o sa˜o qua-
draticamente integra´veis, portanto o trac¸o do operador densidade ira´ divergir.
Para contornar essa situac¸a˜o definiremos o trac¸o do operador densidade como:
tr(ρR) = lim
rc→∞
A
rc
∫ rc
0
dr
∫
dΩ ρR r2 = 1 onde dΩ e´ um elemento infinitesimal de aˆngulo
so´lido. Como ρR r2 na˜o depende de r nesse caso, obtemos tr(ρR) = A
∫
dΩ ρR r2 = 1.
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Efetuando a transformada inversa do potencial efetivo, podemos escreveˆ-
lo em termos do potencial real como:
Veff (r, T ) =
∫
d3k
(2pi)3/2
eik·r exp
[
−1
2
k2Γ2 (T )
] ∫
d3r′
(2pi)3/2
e−ik·r
′
V (r′)
=
1
[2piΓ2 (T )]3/2
∫
d3r′ exp
[
−(r − r
′)2
2Γ2 (T )
]
V (r′) (4.13)
que e´ a convoluc¸a˜o de uma gaussiana com o potencial, ou, mais especifica-
mente, a me´dia mo´vel ponderada do potencial.
Note que o valor de Veff em cada ponto r e´ dado pela me´dia ponderada
dos valores de V com peso dado por uma gaussiana, de largura Γ (T ), cen-
trada nesse ponto. Com efeito, o potencial efetivo e´ uma versa˜o suavizada
e alargada do potencial real. Ale´m disso, e´ trivial mostrar que a integral do
potencial em todo o espac¸o, ou seja, seu volume, e´ invariante neste processo.
Assim, Γ (T ) redistribui o volume do potencial e funciona como uma largura
te´rmica.
Para ilustrar esse comportamento, suponhamos um potencial do tipo:
V (r) = V0 {1−Θ [(x+ 3a/2) (x+ a/2) (3a/2− x) (a/2− x)]
×Θ [(a/2 + y) (a/2− y)]}Θ [(a/2 + z) (a/2− z)] (4.14)
onde Θ (x) e´ 0 para x < 0 e 1 para x ≥ 0. Este potencial representa uma
barreira de altura V0 com duas fendas quadradas centradas em x = ±a de
largura e espessura a. Se calcularmos o potencial efetivo teremos:
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Veff (r, T ) = V0
{
1 +
[
1
2
Erf
(
a/2− x√
2Γ (T )
)
+
1
2
Erf
(
a/2 + x√
2Γ (T )
)
−1
2
Erf
(
3a/2− x√
2Γ (T )
)
− 1
2
Erf
(
3a/2 + x√
2Γ (T )
)]
×
[
1
2
Erf
(
a/2− y√
2Γ (T )
)
+
1
2
Erf
(
a/2 + y√
2Γ (T )
)]}
×
[
1
2
Erf
(
a/2− z√
2Γ (T )
)
+
1
2
Erf
(
a/2 + z√
2Γ (T )
)]
(4.15)
Onde Erf (x) =
2√
pi
∫ x
0
e−x
′2
dx′. Para ver o efeito dos graus de liberdade
internos analisemos o gra´fico da Figura 4.2.
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Figura 4.2: Potencial de fenda dupla em y = z = 0 com a = V0 = 1 para
va´rios valores de Γ (T )
Como podemos ver, a` medida que Γ (T ) aumenta, o potencial fica mais
suave e comec¸a a alargar ao mesmo tempo em que reduz sua altura, ate´ que
CAPI´TULO 4. ALGUMAS APROXIMAC¸O˜ES 29
as fendas deixam de existir. Isso ocorre, pois o valor me´dio do potencial em
todo o espac¸o e´ nulo. A me´dia mo´vel enta˜o tende a distribuir o volume do
potencial por todo o espac¸o.
O efeito relevante aqui e´ a existeˆncia de um paraˆmetro que estabelece
um limite inferior para a largura efetiva do potencial espalhador. Reduzimos
assim o problema a` determinac¸a˜o desse paraˆmetro que carrega toda a in-
formac¸a˜o sobre os graus internos de liberdade acess´ıvel a no´s. Sua estimativa
sera´ o objeto de estudo do pro´ximo cap´ıtulo.
Cap´ıtulo 5
Largura Te´rmica
5.1 Somato´rias e Integrais
No Cap´ıtulo 4 conseguimos aproximar um problema de espalhamento
de um sistema de muitos corpos por um problema de espalhamento de um
u´nico corpo, que e´ o centro de massa do sistema. Toda a informac¸a˜o sobre os
graus de liberdade internos foi absorvida num paraˆmetro que identificamos
como uma largura te´rmica para o potencial espalhador. Vamos comec¸ar
relembrando a equac¸a˜o que define esse paraˆmetro:
Γ2 (T ) =
N∑
α=1
~2K2α coth
(
~Ωα
2kBT
)
(5.1)
lembrando que Kα e´ definido na equac¸a˜o (3.15) como:
Kα =
N∑
β=1
µβ
√
Ωα√
2~M
(
Ω2α − ω2β
) [ N∑
γ=1
µγω
2
γ(
Ω2α − ω2γ
)2
]−1/2
(5.2)
Substituindo (5.2) em (5.1) temos:
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Γ2 (T ) =
N∑
α=1
~2
[
N∑
β=1
µβ
√
Ωα√
2~M
(
Ω2α − ω2β
)]2
N∑
γ=1
µγω
2
γ(
Ω2α − ω2γ
)2
coth
(
~Ωα
2kBT
)
(5.3)
Muitas vezes a informac¸a˜o que temos dos objetos na˜o nos permite conhe-
cer os paraˆmetros µα e ωα presentes nessa equac¸a˜o. Sem esses paraˆmetros
tambe´m na˜o podemos saber os valores de Ωα. Podemos contornar esse pro-
blema explorando a relac¸a˜o que define Ωα, dada por (ver equac¸a˜o (3.12)):
N∑
α=1
µαω
2
α
M
(
Ω2β − ω2α
) = 1 (5.4)
Analisemos a seguinte expressa˜o:
G (T ) =
2~2
M
1
2pii
∮
C
dz
[
N∑
β=1
µβz√
2~M
(
z2 − ω2β
)]2
1−
N∑
γ=1
µγω
2
γ
M
(
z2 − ω2γ
) coth
(
~z
2kBT
)
(5.5)
onde o caminho de integrac¸a˜o engloba o eixo real positivo como na Figura
5.1.
Figura 5.1: Caminho de integrac¸a˜o
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Esse caminho engloba 2N po´los de primeira ordem do integrando, quando
z = ωα ou z = Ωα, portanto podemos usar o teorema de res´ıduos para
escrever:
G (T ) =
N∑
α=1
~2
[
N∑
β=1
µβ
√
Ωα√
2~M
(
Ω2α − ω2β
)]2
N∑
γ=1
µγω
2
γ(
Ω2α − ω2γ
)2
coth
(
~Ωα
2kBT
)
−
N∑
α=1
~µα
2M2ωα
coth
(
~ωα
2kBT
)
(5.6)
O primeiro termo do lado direito e´ exatamente Γ2 (T ), enta˜o podemos
escrever:
Γ2 (T ) = G (T ) +
N∑
α=1
~µα
2M2ωα
coth
(
~ωα
2kBT
)
=
2~2
M
1
2pii
∮
C
dz
[
N∑
β=1
µβz√
2~M
(
z2 − ω2β
)]2
1−
N∑
γ=1
µγω
2
γ
M
(
z2 − ω2γ
) coth
(
~z
2kBT
)
+
N∑
α=1
~µα
2M2ωα
coth
(
~ωα
2kBT
)
(5.7)
Com efeito, eliminamos a dependeˆncia em Ωα e substitu´ımos uma so-
mato´ria por uma integral. Agora lembramos a definic¸a˜o da densidade espec-
tral dada na equac¸a˜o (3.2):
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J (ω) =
pi
2
N∑
α=1
C2α
mαωα
δ (ω − ωα) = pi
2
N∑
α=1
µαω
3
αδ (ω − ωα) (5.8)
onde a segunda igualdade segue da definic¸a˜o de µα, e a usamos para trans-
formar as somato´rias restantes em integrais. Obtemos assim:
Γ2 (T ) =
~
M
1
2pii
∮
C
dz
z2
[
2
pi
∫
dω J(ω)
Mω3(z2−ω2)
]2
1− 2
pi
∫
dω J(ω)
Mω(z2−ω2)
coth
(
~z
2kBT
)
+
∫
dω
~J (ω)
piM2ω4
coth
(
~ω
2kBT
)
(5.9)
Com isso, toda a informac¸a˜o sobre os graus de liberdade internos esta´
contida em J (ω), e nosso trabalho passa a ser descobrir uma aproximac¸a˜o
cont´ınua para o mesmo. Desde ja´ podemos perceber que esta aproximac¸a˜o
deve ser altamente na˜o linear, pois o u´ltimo termo do lado direito da equac¸a˜o
(5.9) diverge se J (ω) crescer mais lentamente que ω5. Esse comportamento
reflete a presenc¸a de um limite inferior para as frequeˆncias do banho e ga-
rante que qualquer func¸a˜o na˜o singular de Kα sera´ finita desde que J (ω)
na˜o seja singular e tenha um cara´ter suficientemente na˜o linear para baixas
frequeˆncias.
5.2 Aproximac¸a˜o de Foˆnons
A aproximac¸a˜o mais simples que podemos pensar neste caso e´ simples-
mente proporcional a ω5. Essa e´ justamente a densidade espectral de foˆnons
acu´sticos em treˆs dimenso˜es, como mostraremos a seguir, portanto conside-
raremos essa distribuic¸a˜o daqui em diante.
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Utilizando condic¸o˜es perio´dicas de contorno, quantizamos os momentos e
utilizamos a aproximac¸a˜o de foˆnons acu´sticos para fazer:
J (ω) ≈ pi
2
3√N∑
nx,ny ,
nz=1
µ
(pic
L
√
n2x + n
2
y + n
2
z
)3
δ
(
ω − pic
L
√
n2x + n
2
y + n
2
z
)
(5.10)
onde µ e´ a massa me´dia das part´ıculas do banho, c e´ a velocidade dos foˆnons
e L e´ o diaˆmetro aproximado do objeto. Aproximamos as somato´rias por
integrais, assumindo que os termos somados variam quase continuamente, e
aproximamos o volume integrado por um oitavo de esfera. Definimos aqui o
momento dos foˆnons como k = pin/L, onde n e´ um vetor de componentes
(nx, ny, nz). Temos enta˜o:
J (ω) ≈ 3piNµ
2ω3c
∫ ωc/c
0
cdk (ck)5 δ (ω − ck) , ωc ≡
3
√
6pi2c
a
(5.11)
onde a = L/ 3
√
N e´ a separac¸a˜o me´dia entre as part´ıculas que compo˜em o
objeto. Resolvendo a integral obtemos:
J (ω) ≈ 3piNµ
2ω3c
ω5θ (ωc − ω) (5.12)
Substituindo em (5.9) obtemos apo´s alguma a´lgebra:
Γ2 (T ) =
3~Nµ
2M2ω3c
1
2pii
∮
C
dz
2z2
[∫ ωc
0
dω ω
2
(z2−ω2)
]2
ω3cM
3Nµ
− ∫ ωc
0
dω ω
4
(z2−ω2)
coth
(
~z
2kBT
)
+
3~Nµ
2M2ω3c
∫ ωc
0
dω ω coth
(
~ω
2kBT
)
(5.13)
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Vamos nos concentrar um pouco na integral de caminho. Fac¸amos o
caminho de integrac¸a˜o tender ao eixo real positivo, ou seja, → 0 na Figura
5.1. O caminho acima do eixo real e´ simplesmente o complexo conjugado do
caminho abaixo do mesmo, enta˜o obtemos:
I =
∮
C
dz
2z2
[∫ ωc
0
dω ω
2
(z2−ω2)
]2
ω3cM
3Nµ
− ∫ ωc
0
dω ω
4
(z2−ω2)
coth
(
~z
2kBT
)
= 4i
∫ ∞
0
dzIm
lim→0
(z − i)2
[∫ ωc
0
dω ω
2
(z−i)2−ω2
]2
ω3cM
3Nµ
− ∫ ωc
0
dω ω
4
(z−i)2−ω2
coth
[
~ (z − i)
2kBT
] (5.14)
Resolvendo as integrais em ω obtemos:
lim
→0
∫ ωc
0
dω
ω2
(z−i)2− ω2 =
ipi
2
zθ (ωc−z)− ωc − z
2
ln
∣∣∣∣ωc−zωc+z
∣∣∣∣ (5.15)
lim
→0
∫ ωc
0
dω
ω4
(z−i)2− ω2 =
ipi
2
z3θ (ωc−z)− ω
3
c
3
− ωcz2− z
3
2
ln
∣∣∣∣ωc−zωc+z
∣∣∣∣ (5.16)
Substituindo temos:
I = 4i
∫ ωc
0
dzIm

[
ipi
2
z − ωc − z2 ln
(
ωc−z
ωc+z
)]2
coth
(
~z
2kBT
)
ω3cM
3Nµz2
− ipi
2
z + ω
3
c
3z2
+ ωc +
z
2
ln
(
ωc−z
ωc+z
)
 (5.17)
onde o limite de integrac¸a˜o passa a ser ωc pois as equac¸o˜es (5.15) e (5.16)
sa˜o reais para z > ωc. Resolvendo a parte imagina´ria do integrando temos,
apo´s alguma a´lgebra:
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I
2pii
=
∫ ωc
0
dz z coth
(
~z
2kBT
)
×

(
ω3cM
3Nµz3
+ ω
3
c
3z3
)2
[
ω3cM
3Nµz3
+ ω
3
c
3z3
+ ωc
z
+ 1
2
ln
(
ωc−z
ωc+z
)]2
+ pi
2
4
− 1
 (5.18)
Substituindo de volta em Γ2 (T ) e trocando a varia´vel de integrac¸a˜o do
segundo termo obtemos:
Γ2 (T ) =
3~Nµ
2M2ω3c
∫ ωc
0
dz z coth
(
~z
2kBT
)
×
(
ω3cM
3Nµz3
+ ω
3
c
3z3
)2
[
ω3cM
3Nµz3
+ ω
3
c
3z3
+ ωc
z
+ 1
2
ln
(
ωc−z
ωc+z
)]2
+ pi
2
4
(5.19)
5.3 Estimativas
Exceto quando ωc−z
ωc+z
 1, o termo que multiplica z coth
(
~z
2kBT
)
no in-
tegrando e´ aproximadamente uma raza˜o de polinoˆmios de mesma ordem,
portanto, na˜o varia rapidamente com z. Para termos uma ide´ia do resultado
desta integral, vamos aproximar esse termo por seu valor quando z = ωc/2.
Obtemos assim:
Γ2 (T ) ≈ A 3~Nµ
2M2ω3c
∫ ωc
0
dz z coth
(
~z
2kBT
)
(5.20)
onde A =
(
8M
3Nµ
+ 8
3
)2
[
8M
3Nµ
+ 14
3
− 1
2
ln (3)
]2
+ pi
2
4
e´ um nu´mero da ordem de 1.
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Resolvendo essa integral nos limites de baixas e altas temperaturas obte-
mos:
Γ2 (T ) ≈

A
3~Nµ
4M2ωc
[
1 +
2pi2
3
(
kBT
~ωc
)2]
, kBT  ~ωc
A
3~Nµ
M2ωc
kBT
~ωc
, kBT  ~ωc
(5.21)
Temos assim um limite inferior para o paraˆmetro Γ (T ), dado por seu valor
a temperatura nula. A` medida que a energia te´rmica aumenta, mais graus
de liberdade internos va˜o sendo excitados e a largura te´rmica cresce com o
quadrado da temperatura. Quando a energia te´rmica e´ alta o suficiente para
excitar a maioria dos graus de liberdade internos Γ2 (T ) comec¸a a crescer
mais lentamente com a temperatura ate´ atingir um comportamento linear.
O efeito da largura te´rmica sera´ importante se ele for maior ou da ordem
do comprimento de onda do centro de massa do objeto dado por λ =
2pi~√
2ME
,
onde E e´ a energia cine´tica do objeto. A raza˜o entre eles e´ dada por:
Γ2 (T )
λ2
≈

6A
(4pi)2
Nµ
M
E
kBTD
[
1 +
2pi2
3
(
T
TD
)2]
, T  TD
6A
(2pi)2
Nµ
M
E
kBTD
T
TD
, T  TD
(5.22)
onde TD = ~ωc/kB e´ a temperatura de Debye do objeto. Vemos que os
graus de liberdade internos desempenhara˜o um papel importante apenas para
energias altas comparadas com essa temperatura.
Pela definic¸a˜o da frequeˆncia de corte ωc, sabemos que TD ∝ c/a, o que
implica que a temperatura de Debye sera´ maior para objetos r´ıgidos e com-
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pactos. Como era de se esperar, e´ necessa´rio alcanc¸ar energias mais altas para
revelar a estrutura interna de tais objetos. Ale´m disso, quanto mais massa
for atribu´ıda a`s part´ıculas do banho, que na˜o sentem o potencial, maior sera´
a raza˜o entre a largura te´rmica e o comprimento de onda. Isso simplesmente
reflete o grau de contribuic¸a˜o dos osciladores em relac¸a˜o ao potencial espa-
lhador para a dinaˆmica do centro de massa. A raza˜o Nµ/M e´ um paraˆmetro
livre deste modelo e representa o fato de termos assumido que apenas parte
do objeto e´ sens´ıvel ao potencial espalhador. Podemos escreveˆ-la em termos
de m e M da seguinte forma:
M −m =
N∑
α=1
µα =
2
pi
∫ ∞
0
dω
J (ω)
ω3
= Nµ⇒ Nµ
M
= 1− m
M
(5.23)
Para fins ilustrativos, calculemos valores nume´ricos para Γ (T ) usando a
equac¸a˜o (5.19). Para uma mole´cula de C60 temos M ≈ 1.2×10−21g e L ≈ 7 A˚.
Estimamos c ∼ 8km/s e supusemos uma temperatura interna de 900K. Ob-
temos assim Γ (T ) ≈ 0.5pm que e´ menor que o comprimento de onda das
mole´culas no experimento de Arndt et al. [24], que era de aproximadamente
2.5pm. Isso significa que neste n´ıvel, os graus de liberdade internos influem
pouco na dinaˆmica do centro de massa. Pore´m, se pensarmos num objeto
macrosco´pico, digamos um gra˜o de sal grosso de 1mm de diaˆmetro a uma
velocidade de 1m/s, temos um comprimento de onda da ordem de 10−26cm e
Γ (T ) e´ da ordem de 10−20cm. Temos uma diferenc¸a de 6 ordens de grandeza
aqui. Isso ocorre porque, devido a`s massas relativamente elevadas dos ob-
jetos macrosco´picos, mesmo pequenas velocidades correspondem a energias
cine´ticas muito grandes comparadas com temperaturas de Debye t´ıpicas.
Por outro lado, os comprimentos de onda de objetos macrosco´picos se
encontram em escalas muitas ordens de grandeza menores que o tamanho
do pro´prio objeto. Portanto, a comparac¸a˜o da largura te´rmica com o com-
primento de onda perde o sentido, ja´ que seria dif´ıcil imaginar algum tipo
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de potencial espalhador de largura menor que a escala nuclear. Ale´m disso,
a geometria do objeto desempenharia um papel importante para potenciais
mais estreitos que o diaˆmetro do objeto e a abordagem focada no centro de
massa adotada nesta dissertac¸a˜o deixaria de ser razoa´vel. Percebemos que
precisamos considerar a relac¸a˜o entre a largura te´rmica e as dimenso˜es do
potencial espalhador. Para tanto, analisaremos um exemplo de potencial
espalhador no pro´ximo cap´ıtulo.
Cap´ıtulo 6
Um exemplo de interfereˆncia
6.1 Fendas Gaussianas
Neste cap´ıtulo, utilizaremos o formalismo desenvolvido ate´ aqui para si-
mular um experimento de fenda dupla. Por simplicidade, vamos supor um
potencial do tipo:
V (r) =
V0
(2piσ2)3/2
{
exp
[
−(r − axˆ)
2
2σ2
]
+ exp
[
−(r + axˆ)
2
2σ2
]}
(6.1)
Este potencial representa duas gaussianas, de largura σ, centradas em
x = ±a. Ele e´ complementar a` duas fendas gaussianas e, como ja´ foi discutido
anteriormente, as func¸o˜es de onda resultantes do espalhamento por potenciais
complementares diferem apenas pelo termo homogeˆneo que, por sua vez, pode
ser ignorado fora da direc¸a˜o de incideˆncia. O potencial efetivo e´ dado enta˜o
por:
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Veff (r, T ) =
V0
[2pi (Γ2 (T ) + σ2)]3/2
×
{
exp
[
− (r − axˆ)
2
2 (Γ2 (T ) + σ2)
]
+ exp
[
− (r + axˆ)
2
2 (Γ2 (T ) + σ2)
]}
(6.2)
Fica claro que o efeito dos graus de liberdade internos e´ simplesmente
aumentar a largura das gaussianas diminuindo suas alturas correspondente-
mente.
6.2 Func¸a˜o de Onda
Como o potencial total e´ a soma de dois potenciais e vamos trabalhar na
aproximac¸a˜o de Born, a func¸a˜o de onda resultante sera´ a soma das func¸o˜es
de onda espalhadas por cada um dos potenciais. Os potenciais teˆm a mesma
forma e diferem apenas quanto a sua posic¸a˜o, por isso podemos escrever a
func¸a˜o de onda de uma part´ıcula de massa M e momento ~q do seguinte
modo:
ψq (r) ≈ e
iq|r−axˆ|
|r − axˆ| f (r − axˆ) +
eiq|r+axˆ|
|r + axˆ| f (r + axˆ) (6.3)
onde f (r) e´ a amplitude de espalhamento e e´ dada por:
f (r) =
√
2piM
~2
V (qrˆ − q) exp
[
−1
2
(qrˆ − q) Γ2 (T )
]
=
MV0
2pi~2
exp
[
−q2 (Γ2 (T ) + σ2) (1− z
r
)]
=
MV0
2pi~2
exp
[
−2q2 (Γ2 (T ) + σ2) sin2(θ
2
)]
(6.4)
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sendo que na segunda igualdade escolhemos q na direc¸a˜o zˆ. A aproximac¸a˜o
e´ va´lida para r √Γ2 (T ) + σ2 e ~2q2
2M
 V0
[2pi(Γ2(T )+σ2)]3/2
.
Essa func¸a˜o de onda representa duas ondas esfe´ricas centradas em x =
±a com uma envolto´ria dada por f (r) que as suprime fora da direc¸a˜o de
incideˆncia. A probabilidade de encontrarmos o centro de massa na posic¸a˜o
r e´ dada por:
∣∣ψq (r)∣∣2 ≈ f 2 (r − axˆ)|r − axˆ|2 + f 2 (r + axˆ)|r + axˆ|2
+
2f (r − axˆ) f (r + axˆ)
|r − axˆ| |r + axˆ| cos (q |r + axˆ| − q |r − axˆ|) (6.5)
Os dois primeiros termos representam a intensidade espalhada por cada
fenda separadamente e o u´ltimo termo obedece a um padra˜o perio´dico e e´ o
chamado termo de interfereˆncia. Ele sera´ na˜o nulo apenas na regia˜o em que
as amplitudes de espalhamento se sobrepo˜em.
Note que, se q
√
Γ2 (T ) + σ2  1, a supressa˜o das amplitudes de espalha-
mento e´ fraca mesmo para grandes aˆngulos. Logo, como hav´ıamos anteci-
pado, o efeito dos graus de liberdade internos pode aparecer apenas quando a
largura te´rmica do potencial for maior ou da ordem do comprimento de onda
do objeto. Nessas condic¸o˜es, as ondas esfe´ricas sa˜o fortemente atenuadas
para aˆngulos de deflexa˜o maiores que θmax = 2 arcsin
( √
2
2q
√
Γ2(T )+σ2
)
.
A Figura 6.1 mostra a reduc¸a˜o do aˆngulo de deflexa˜o ma´ximo com o
aumento de Γ (T ). Veˆ-se claramente como o padra˜o de interfereˆncia vai sendo
destru´ıdo ate´ que apenas o ma´ximo central sobrevive. Entretanto, esse e´ um
efeito essencialmente geome´trico e na˜o e´ relacionado com descoereˆncia. Note,
por exemplo, que na˜o ha´ atenuac¸a˜o do termo de interfereˆncia na regia˜o de
sobreposic¸a˜o das ondas, mesmo no caso extremo em que apenas uma franja
sobrevive. O u´nico efeito aqui e´ a reduc¸a˜o do aˆngulo de deflexa˜o ma´ximo
das part´ıculas, que culmina no estreitamento da regia˜o de sobreposic¸a˜o das
ondas espalhadas.
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x
Figura 6.1: r2
∣∣ψq (r)∣∣2 no plano y = 0, com q = 1, a = 30 e σ = 0.1, para
diversos valores de Γ (T ).
Outra evideˆncia do cara´ter geome´trico desse efeito e´ que a equac¸a˜o de
θmax e´ sime´trica em relac¸a˜o a Γ (T ) e σ. O mesmo fenoˆmeno seria observado
se houve´ssemos simplesmente aumentado a largura do potencial. Para todos
os efeitos, a u´nica grandeza relevante e´ a largura efetiva total, dada por√
Γ2 (T ) + σ2, e se Γ (T )  σ havera´ uma variac¸a˜o desprez´ıvel desse termo
e o objeto se comportara´ como se na˜o possu´ısse estrutura interna.
Esses dois fatores impo˜em fortes limitac¸o˜es sobre a influeˆncia dos graus de
liberdade internos na dinaˆmica do centro de massa. Por um lado, para objetos
microsco´picos, a escala de energia dada pela temperatura de Debye e´ bastante
alta e os comprimentos de onda costumam ser grandes em comparac¸a˜o com
a largura te´rmica do objeto. Em compensac¸a˜o, a escala de comprimentos em
que fenoˆmenos quaˆnticos de objetos macrosco´picos ocorrem e´ extremamente
pequena se comparada ao tamanho t´ıpico desses objetos e a largura te´rmica
ira´ contribuir muito pouco para a largura efetiva do potencial.
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6.3 Qua˜o Inela´stico?
Agora vamos analisar a situac¸a˜o num anteparo posicionado no plano
z = D, onde D  a cot θmax, ou seja, onde ha´ uma grande a´rea de so-
breposic¸a˜o das ondas esfe´ricas. O mo´dulo quadrado da func¸a˜o de onda tem
aproximadamente a seguinte forma:
∣∣ψq (r)∣∣2 ≈ 4f 2 (r)
r2
cos2
(qax
r
)
(6.6)
Aqui fica expl´ıcito o resultado bem conhecido do experimento de fenda
dupla em que temos um padra˜o perio´dico de intensidade modulado pelo
termo de difrac¸a˜o de uma fenda simples. Essa func¸a˜o de onda deve ser
comparada ao que ter´ıamos obtido no caso de uma part´ıcula sem estrutura
interna. A probabilidade de ocorrer espalhamento ela´stico e´ dada enta˜o por:
Pel =
∫
dΩ exp
[−4q2 (Γ2 (T ) + σ2) sin2( θ
2
)]
cos2 (qa sin θ cosϕ)∫
dΩ exp
[−4q2σ2 sin2( θ
2
)]
cos2 (qa sin θ cosϕ)
(6.7)
Essa expressa˜o sera´ significativamente diferente de 1 somente quando
Γ (T ) & σ e Γ (T ) & λ, que sa˜o, obviamente, as mesmas condic¸o˜es para que os
graus de liberdade internos desempenhem um papel na˜o desprez´ıvel no espa-
lhamento ela´stico. Suponha, por exemplo, que a  λ e a  √Γ2 (T ) + σ2.
Nesse caso, as exponenciais dos integrandos variam lentamente em relac¸a˜o
ao per´ıodo do cosseno e podemos substituir este u´ltimo por seu valor me´dio.
Com efeito, temos:
Pel =
∫
dΩ exp
[−4q2 (Γ2 (T ) + σ2) sin2( θ
2
)]∫
dΩ exp
[−4q2σ2 sin2( θ
2
)]
=
σ2
Γ2 (T ) + σ2
1− exp [−4q2 (Γ2 (T ) + σ2)]
1− exp [−4q2σ2] (6.8)
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Se Γ (T ) σ, podemos mostrar que Pin = 1−Pel . Γ2(T )σ2 , enquanto que,
se Γ (T )  λ, enta˜o Pin . 8pi2 Γ2(T )λ2 . Fica claro que os processos inela´sticos
sera˜o relevantes apenas quando os efeitos dos graus de liberdade internos
sobre o espalhamento ela´stico tambe´m o forem.
Cap´ıtulo 7
Concluso˜es e Perspectivas
Nesta dissertac¸a˜o, analisamos o efeito dos graus de liberdade internos de
um objeto na dinaˆmica do seu centro de massa visando a determinar sua
relevaˆncia para processos de descoereˆncia em experimentos de fenda dupla.
Mostramos que esses graus de liberdade se acoplam ao centro de massa na
presenc¸a de um potencial que quebra a invariaˆncia translacional do sistema,
e assim fazendo, funcionam como um ambiente que deve ser evolu´ıdo em
conjunto com o centro de massa do objeto.
Analisamos esse sistema no caso de um potencial de alcance finito onde
podemos limitar o acoplamento a` regia˜o do potencial e assim obter um es-
tado assinto´tico separa´vel. Uma ana´lise geral nos deu ind´ıcios dos efeitos
de descoereˆncia para processos inela´sticos, pore´m esses efeitos dependem da
intensidade dos processos.
Utilizando um modelo fenomenolo´gico fomos capazes de calcular explici-
tamente apenas os processos ela´sticos, que apesar de tambe´m contribu´ırem
para a descoereˆncia em altas temperaturas, o fazem de maneira insignificante,
especialmente para objetos macrosco´picos, e portanto na˜o sa˜o responsa´veis
por seu comportamento cla´ssico. Entretanto, todos os processos que ocorrem
devem ser ela´sticos ou inela´sticos, portanto, a probabilidade de ocorreˆncia de
processos ela´sticos deve ser complementar a` probabilidade de ocorreˆncia de
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processos inela´sticos. Com efeito, os processos ela´sticos nos da˜o informac¸a˜o
sobre a intensidade dos processos inela´sticos.
Assumindo uma condic¸a˜o inicial de equil´ıbrio te´rmico interno, os ca´lculos
de espalhamento ela´stico revelam um termo ana´logo ao fator de Debye-Waller
que reduz a intensidade das franjas de interfereˆncia exponencialmente para
grandes aˆngulos de deflexa˜o. Esse fator funciona como um aumento efetivo
na largura do potencial devido a` vibrac¸a˜o te´rmica do objeto. Seus efeitos sa˜o
relevantes quando a largura do potencial e´ aumentada significativamente e a
largura efetiva total e´ maior ou da ordem do comprimento de onda do objeto.
Como esta´ diretamente ligado a` intensidade total espalhada elasticamente,
e´ esse fator que nos da´ informac¸a˜o sobre a probabilidade de ocorreˆncia de
processos inela´sticos.
Supondo que os graus de liberdade internos possam ser bem descritos por
foˆnons acu´sticos, conclu´ımos que esses efeitos sera˜o relevantes para energias
altas em comparac¸a˜o com as frequeˆncias caracter´ısticas do objeto, que no
caso de foˆnons acu´sticos esta˜o relacionadas com a temperatura de Debye. As
frequeˆncias mais baixas contribuem muito pouco neste caso devido ao cara´ter
altamente super-oˆhmico da densidade espectral. A temperatura de Debye e´
proporcional a` raza˜o entre a velocidade dos foˆnons e o paraˆmetro de rede,
portanto, objetos mais r´ıgidos e compactos tendem a preservar sua coereˆncia,
pois seus graus de liberdade internos sa˜o mais dif´ıceis de excitar.
Estimativas para os valores t´ıpicos da largura te´rmica adicionada ao po-
tencial nos levaram, por fim, a uma limitac¸a˜o puramente geome´trica para
esses efeitos. As dimenso˜es ridiculamente pequenas dos comprimentos de
onda de objetos macrosco´picos na˜o sa˜o compara´veis a nenhum potencial fisi-
camente plaus´ıvel. Esse fator faz com que a largura te´rmica tenha efeito des-
prez´ıvel sobre o potencial e assim na˜o ha´ processos inela´sticos ou descoereˆncia
relevante devido aos graus de liberdade internos para objetos macrosco´picos.
Um problema na ana´lise feita aqui e´ a escolha da aproximac¸a˜o de Born
para tratar o espalhamento. Essa aproximac¸a˜o e´ va´lida apenas para poten-
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ciais fracos em comparac¸a˜o com a energia do objeto e esta condic¸a˜o limita a
intensidade de processos inela´sticos. Quando jogamos uma bola de futebol
na parede, e´ o´bvio que seus graus de liberdade internos sa˜o excitados e esse
tipo de fenoˆmeno na˜o esta´ contemplado na aproximac¸a˜o de Born. Apesar
de o efeito principal de experimentos de fenda dupla ocorrer devido a` dife-
renc¸a de caminho percorrido pela part´ıcula e desse fenoˆmeno depender pouco
da forma exata do potencial considerado, quando processos inela´sticos sa˜o
levados em conta, a intensidade do potencial e´ relevante.
A ana´lise de espalhamentos inela´sticos, tanto dentro da aproximac¸a˜o de
Born, quanto em aproximac¸o˜es de baixa energia, e´ uma possibilidade clara
para futuros estudos. Outra questa˜o que pode se mostrar interessante e´ a
investigac¸a˜o aprofundada da analogia entre a largura te´rmica obtida aqui e o
fator de Debye-Waller, ja´ que experimentos de difrac¸a˜o de raios-X poderiam
nos dar informac¸a˜o sobre o espalhamento de mole´culas complexas caso esses
fenoˆmenos tenham a mesma origem.
Apeˆndice A
Func¸a˜o de Onda na
Representac¸a˜o de Posic¸a˜o
Neste apeˆndice vamos calcular a func¸a˜o de onda da equac¸a˜o (2.15) na re-
presentac¸a˜o de posic¸a˜o. Inicialmente temos a seguinte func¸a˜o de onda na
representac¸a˜o de momento:
〈
k, {mα}
∣∣∣ψq,{nα}〉 = 〈k, {mα} ∣∣∣q, {nα}〉
−
〈
k, {mα}
∣∣∣V (R,{aα, a†α})∣∣∣ψq,{nα}〉
~2 (k2 − q2)
2M
+
3N−6∑
α=1
~ωα (mα − nα) + i
(A.1)
Sua transformada de Fourier e´ dada por:
〈
r, {mα}
∣∣∣ψq,{nα}〉 = 1
(2pi)3/2
eiq·rδ{nα},{mα}
−
∫
d3k
(2pi)3/2
eik·r
〈
k, {mα}
∣∣∣V (R,{aα, a†α})∣∣∣ψq,{nα}〉
~2 (k2 − q2)
2M
+
3N−6∑
α=1
~ωα (mα − nα) + i
(A.2)
49
APEˆNDICE A. FUNC¸A˜O DE ONDA NA REPRESENTAC¸A˜O DE POSIC¸A˜O50
Inserindo a identidade
∫
d3k′
∫
d3r′ |r′〉 〈r′|k′〉 〈k′| obtemos:
〈
r, {mα}
∣∣∣ψq,{nα}〉 = 1
(2pi)3/2
eiq·rδ{nα},{mα}
−
∫
d3k′
∫
d3r′
〈
r′
∣∣∣k′〉〈k′, {mα} ∣∣∣V (R,{aα, a†α})∣∣∣ψq,{nα}〉
×
∫
d3k
(2pi)3
eik·(r−r
′)
~2 (k2 − q2)
2M
+
3N−6∑
α=1
~ωα (mα − nα) + i
(A.3)
Resolvendo a integral em k obtemos:
〈
r, {mα}
∣∣∣ψq,{nα}〉 = 1
(2pi)3/2
eiq·rδ{nα},{mα}
− M
2pi~2
∫
d3k′
∫
d3r′
eik˜|r−r
′|
|r − r′|
〈
r′
∣∣∣k′〉
×
〈
k′, {mα}
∣∣∣V (R,{aα, a†α})∣∣∣ψq,{nα}〉 (A.4)
onde k˜ =
√√√√q2 − 3N−6∑
α=1
2Mωα
~
(mα − nα). Para r muito maior que o alcance
do potencial, |r − r′| ≈ r − rˆ · r′, portanto:
〈
r, {mα}
∣∣∣ψq,{nα}〉 ≈ 1
(2pi)3/2
eiq·rδ{nα},{mα}
− M
(2pi)5/2 ~2
eik˜r
r
∫
d3k′
∫
d3r′e−i
(
k˜rˆ−k′
)
·r′
×
〈
k′, {mα}
∣∣∣V (R,{aα, a†α})∣∣∣ψq,{nα}〉 (A.5)
As integrais sa˜o resolvidas trivialmente e obtemos:
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〈
r, {mα}
∣∣∣ψq,{nα}〉 ≈ 1
(2pi)3/2
eiq·rδ{nα},{mα}
−
√
2piM
~2
eik˜r
r
〈
k˜rˆ, {mα}
∣∣∣V (R,{aα, a†α})∣∣∣ψq,{nα}〉 (A.6)
Expandindo ate´ primeira ordem no potencial temos:
〈
r, {mα}
∣∣∣ψq,{nα}〉 ≈ 1
(2pi)3/2
eiq·rδ{nα},{mα}
−
√
2piM
~2
eik˜r
r
〈
k˜rˆ, {mα}
∣∣∣V (R,{aα, a†α})∣∣∣q, {nα}〉 (A.7)
Q.E.D.
Apeˆndice B
Me´dia Te´rmica
Neste apeˆndice resolveremos as somato´rias da equac¸a˜o (4.5) e mostrare-
mos que o resultado e´ o indicado na equac¸a˜o (4.6). Primeiro vamos resolver
a func¸a˜o de partic¸a˜o Z:
Z =
∑
{nα}
exp
(
−
N∑
α=1
3∑
i=1
~Ωα
kBT
niα
)
=
N∏
α=1
3∏
i=1
∞∑
niα=0
[
exp
(
−~Ωα
kBT
)]niα
=
N∏
α=1
3∏
i=1
1
1− exp
(
− ~Ωα
kBT
) (B.1)
As somato´rias podem ser escritas da seguinte forma:
S =
∑
{nα}
1
Z
exp
(
−
N∑
α=1
3∑
i=1
~Ωα
kBT
niα
)
×
〈
{nα}
∣∣∣U † (k) ∣∣∣{nα}〉〈{nα}∣∣∣U (k′) ∣∣∣{nα}〉 (B.2)
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Agora usamos a fo´rmula eA+B = eAeBe−
1
2
[A,B] ⇔ [[B,A] , A] = 0 para
escrever U † da seguinte forma:
U † (k) = exp
(
−
N∑
α=1
~Kαk ·
(
a†α − aα
))
= exp
(
−
N∑
α=1
λα ·
(
a†α − aα
))
=
N∏
α=1
exp (λα · aα) exp
(−λα · a†α) exp(λ2α2 [aα,a†α]
)
(B.3)
onde λα = ~Kαk. Usamos
[
aα,a
†
α
]
= 1 e obtemos a seguinte expressa˜o:
U † (k) =
N∏
α=1
exp (λα · aα) exp
(−λα · a†α) exp(λ2α2
)
(B.4)
Os elementos diagonais sa˜o dados por:
〈
{nα}
∣∣∣U † (k) ∣∣∣{nα}〉 = N∏
α=1
exp
(
λ2α
2
)〈
nα
∣∣∣eλα·aαe−λα·a†α∣∣∣nα〉 (B.5)
Expandindo os termos que dependem de nα temos:〈
nα
∣∣∣ exp (λα · aα) exp (−λα · a†α) ∣∣∣nα〉
=
3∏
i=1
〈
niα
∣∣∣ exp (λiαaiα) exp(−λiαaiα†) ∣∣∣niα〉
=
3∏
i=1
∞∑
j,k=0
〈
niα
∣∣∣∣(λiαaiα)jj!
(
−λiαaiα†
)k
k!
∣∣∣∣niα
〉
=
3∏
i=1
∞∑
j,k=0
(λiα)
j
j!
(−λiα)k
k!
〈
niα
∣∣∣∣ (aiα)j (aiα†)k ∣∣∣∣niα〉
=
3∏
i=1
∞∑
j,k=0
(λiα)
j
j!
(−λiα)k
k!
√
(niα + j)!
niα!
√
(niα + k)!
niα!
〈
niα + j
∣∣∣niα + k〉
=
3∏
i=1
∞∑
j=0
(
−λiα2
)j
(j!)2
(niα + j)!
niα!
(B.6)
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onde usamos a expansa˜o em se´rie de poteˆncia da exponencial e a ortogonali-
dade dos autoestados dos osciladores. Substituindo na equac¸a˜o (B.5) temos:
〈
{nα}
∣∣∣U † (k) ∣∣∣{nα}〉 = N∏
α=1
3∏
i=1
∞∑
j=0
exp
(
λiα
2
2
) (−λiα2)j
(j!)2
(niα + j)!
niα!
(B.7)
Notamos, a partir da equac¸a˜o (B.7) que os elementos diagonais de U † sa˜o
reais, portanto:
〈
{nα}
∣∣∣U † (k) ∣∣∣{nα}〉 = 〈{nα}∣∣∣U (k) ∣∣∣{nα}〉∗ = 〈{nα}∣∣∣U (k) ∣∣∣{nα}〉(B.8)
Substitu´ımos (B.7) em (B.2) e obtemos:
S =
N∏
α=1
3∏
i=1
exp
(
− ~Ωα
kBT
niα
)
Z
exp
(
λiα
2
+ λ′iα
2
2
)
×
∞∑
j,k=0
∞∑
niα=0
(
−λiα2
)j (
−λ′iα
2
)k
(j!)2 (k!)2
(niα + j)!
niα!
(niα + k)!
niα!
(B.9)
onde λ′α = ~Kαk
′. Definindo xα = exp (−~Ωα/kBT ), podemos escrever a
equac¸a˜o (B.9) da seguinte forma:
S =
N∏
α=1
3∏
i=1
(1− xα) exp
(
λiα
2
+ λ′iα
2
2
) ∞∑
j,k=0
(
−λiα2
)j (
−λ′iα
2
)k
(j!)2 (k!)2
×
∞∑
niα=0
(niα + j)!
niα!
(niα + k)!
niα!
xn
i
α
α (B.10)
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Resolvendo a somato´ria em niα temos:
∞∑
niα=0
(niα + j)!
niα!
(niα + k)!
niα!
xn
i
α
α =
∞∑
niα=0
(
d
dxα
)j
xjα
(
d
dxα
)k
xn
i
α+k
α
=
(
d
dxα
)j
xjα
(
d
dxα
)k
xkα
∞∑
niα=0
xn
i
α
α =
(
d
dxα
)j
xjα
(
d
dxα
)k
xkα
1− xα (B.11)
Usaremos a seguinte fo´rmula generalizada para a regra da cadeia:
(
d
dx
)n
f (x) g (x) =
n∑
m=0
n!
m! (n−m)!f
(m) (x) g(n−m) (x) ,
onde f (m) (x) =
(
d
dx
)m
f (x) (B.12)
E´ simples mostrar as seguintes derivadas:
(
d
dx
)m
xj =
j!
(j −m)!x
j−m,
(
d
dx
)m
k!
(1− x)k =
(k +m)!
(1− x)k+m+1 (B.13)
onde m ≤ j. A partir da equac¸a˜o (B.12) temos:
(
d
dxα
)k
xkα
1− xα =
k∑
m=0
k!
m! (k −m)!
k!
(k −m)!x
k−m
α
(k −m)!
(1− xα)k−m+1
=
k!
1− xα
k∑
m=0
k!
m! (k −m)!
(
xα
1− xα
)k−m
=
k!
1− xα
(
1 +
xα
1− xα
)k
=
k!
(1− xα)k+1
(B.14)
Substituindo de volta na equac¸a˜o (B.11) temos:
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(
d
dxα
)j
k!xjα
(1− xα)k+1
=
j∑
m=0
j!
m! (j −m)!
j!
(j −m)!x
j−m
α
(j −m+ k)!
(1− xα)j−m+k+1
=
j!
(1− xα)k+1
j∑
m=0
j! (j −m+ k)!
m! [(j −m)!]2
(
xα
1− xα
)j−m
=
j!
(1− xα)k+1
(
d
dyα
)k
ykα
j∑
m=0
j!
m! (j −m)!y
j−m
α
=
j!
(1− xα)k+1
(
d
dyα
)k
ykα (1 + yα)
j (B.15)
onde definimos yα ≡
(
xα
1− xα
)
. Substituindo na equac¸a˜o (B.10) temos:
S =
N∏
α=1
3∏
i=1
exp
(
λiα
2
+ λ′iα
2
2
) ∞∑
j,k=0
(
−λiα2
)j (
−λ′iα
2
)k
(j!)2 (k!)2
× j!
(1− xα)k
(
d
dyα
)k
ykα (1 + yα)
j
=
N∏
α=1
3∏
i=1
exp
(
λiα
2
+ λ′iα
2
2
) ∞∑
k=0
(
−λ′iα
2
)k
(k!)2
1
(1− xα)k
×
(
d
dyα
)k
ykα
∞∑
j=0
1
j!
[
−λiα2 (1 + yα)
]j
=
N∏
α=1
3∏
i=1
exp
(
λiα
2
+ λ′iα
2
2
) ∞∑
k=0
(
−λ′iα
2
)k
(k!)2
1
(1− xα)k
×
(
d
dyα
)k
ykα exp
[
−λiα2 (1 + yα)
]
(B.16)
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Efetuando a derivada temos:
(
d
dyα
)k
ykα exp
[
−λiα2 (1 + yα)
]
=
k∑
m=0
k!
m! (k −m)!
k!
m!
ymα
(
−λiα2
)m
exp
[
−λiα2 (1 + yα)
]
(B.17)
Com efeito:
S =
N∏
α=1
3∏
i=1
exp
(
λiα
2
+ λ′iα
2
2
)
exp
(
− λ
i
α
2
1− xα
)
×
∞∑
k=0
k∑
m=0
(
−λ′iα
2
1− xα
)k (−λiα2yα)m
(m!)2 (k −m)!
=
N∏
α=1
3∏
i=1
exp
(
−λ
i
α
2
2
1 + xα
1− xα
)
exp
(
λ′iα
2
2
)
×
∞∑
m=0
(
−λ′iα
2
1− xα
)m (−λiα2yα)m
(m!)2
∞∑
k=m
1
(k −m)!
(
−λ′iα
2
1− xα
)k−m
=
N∏
α=1
3∏
i=1
exp
(
−λ
i
α
2
2
1 + xα
1− xα
)
exp
(
λ′iα
2
2
)
×
∞∑
m=0
1
(m!)2
[(
λiαλ
′i
α
)2
xα
(1− xα)2
]m
exp
(
−λ′iα
2
1− xα
)
= exp
[
−1
2
N∑
α=1
(
λ2α + λ
′2
α
) 1 + xα
1− xα
]
N∏
α=1
3∏
i=1
∞∑
m=0
1
(m!)2
[(
λiαλ
′i
α
)2
xα
(1− xα)2
]m
= exp
[
−1
2
N∑
α=1
(
λ2α + λ
′2
α
) 1 + xα
1− xα
]
N∏
α=1
3∏
i=1
I0
[
2λiαλ
′i
α
x
−1/2
α − x1/2α
]
(B.18)
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onde I0 (x) e´ a func¸a˜o de Bessel modificada de ordem 0. Finalmente, a partir
da definic¸a˜o de λα, λ
′
α e xα, obtemos a seguinte expressa˜o:
S = exp
[
−1
2
k2Γ2 (T )
]
exp
[
−1
2
k′2Γ2 (T )
] N∏
α=1
3∏
i=1
I0
 ~2K2αkik′i
sinh
(
~Ωα
2kBT
)
(B.19)
onde Γ2 (T ) =
N∑
α=1
~2K2α coth
(
~Ωα
2kBT
)
.
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